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MEOANICARACIONAL

PRIMERA PARTE

DEL PTJLTTO MATEEIAL

CAPITULO PRIMERO

PRINCIPIOS I DEFINICIONES DE LA MECANICA

La teoria del movimiento de los cuerpos descansa sobre al-

gunos principios sencillos, deducidos de la observacion. Estos

principios nos parecen hoi dia casi evidentes porque estamos

familiarizados con ellos; sin embargo, largos siglos han pasado

sin que nadie hubiera pensado en ellos, i solo hombres de je-

nio, como Galileo, Kepler i Newton, han sabido despejarlos en-

tre los fenomenos tan complejos del movimiento.

Estos principios no se pueden demostrar directamente por la

esperiencia; se averigua solo que sus consecuencias racionales

estan siempre de acuerdo con la observacion, i una de las prue-

bas mas concluyentes de su exactitud es la concordancia rigu-
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rosa de los movimientos de los cuerpos celestes con las leyes

deducidas de la mecanica.

PRINCIPIO DE LA INERCTA. (Kepler)

Cuando un cuerpo se mueve libremente en el espacio, se ob-

serva, desde luego, un movimiento de conjunto que tiene una

forma jeometrica bien neta i, al mismo tiempo, una especie de

rotacion, mas o menos compleja, del cuerpo sobre si mismo;

sin embargo, este ultimo movimiento, cualquiera que sea su

complicacion, no parece influir en nada sobre el movimiento

de conjunto.

Esto se observa indistintamente en los cuerpos vivos o inner-

tos.

En la superficie de la tierra, ningun cuerpo puede moverse

libremente sin estar sometido a la accion de la pesantez. Para

eliminar esta accion se puede, a la verdad, obligar et cuerpo a

moverse sobre un piano horizontal, como unabola de billar, por

ejemplo; pero el roce inevitable del cuerpo eon el piano altera

el movimiento de aquel cuerpo hasta destruirlo completamente*

Es una nueva accion sustituida a la primera. Sin embargo, esta

nueva accion puede modificarse, i se observa que, mientras

mas disminuye el roce, mas tiempo tambien conserva el cuerpo

un movimiento de conjunto recto i uniforme.

Esto permite inducir que, en el limite, cuando ninguna accion

esterior obra sobre un cuerpo movil, este conserva indefinida-

mente un movimiento de conjunto recto i uniforme.

La consideracion de acciones esteriores se impone desde un

principio, pues se observa constantemente que los cuerpos vi-

vos, abandonados libremente en el espacio, no pueden, por si

mismo, influir sobre su movimiento de conjunto, a pesar de las

acciones musculares que pueden desarrollar; estas se llaman en-

tonces acciones interiores.

El movimiento de conjunto se podra estudiar, sin tomar en

cuenta las dimensiones del cuerpo, si estas dimensiones son in-

finitamente pequenas respecto al cambio de lugar del cuerpo

en el espacio. Se concibe asi la necesidad de considerar, en pri-

mer lugar, cuerpos moviles city as dimensiones son infinitamente
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pequeiias respecto a su cambio de lugar en el espacio; estos se Ha-

inan puntos materiales.

Para formarse una idea clara de lo que es un punto material

se puede suponer que un observador mira un cuerpo cualquiera

desde una distancia que aumenta indefinidamente. El cuerpo

toma entonces, para el observador, el aspecto de un punto ma-

terial. El limite hacia el cual tiende la forma del cuerpo, cuan-

do la distancia del observador tiende hacia el infinito es un

punto jeometrico perfectamente determinado; lo llamaremos el

centro del punto material.

Las estrellas, por ejemplo, nos dan la impresion de verdade-

ros puntos materiales.

Segun estas esplicaciones, el movimiento de conjunto de un

punto material sera el de su centro, es decir, el movimiento de

un punto jeometrico bien definido, i el principio de la inercia

se debe enunciar de la manera siguiente:

Cuando un punto material movil es abandouado a si mismo
,

sin

que ningnna accion esterior obre sobre el
,

su CENTROconserva in-

definidamente un movimiento recto i uniforme; i, por consiguiente
,

cuando un punto material estd en el reposo
,

su centro queda inde-

finidam eute inmovil
,

si ninguna accion esterior obra sobre el punto .

Es importante observar que el principio de la inercia se re-

fiere solo al estado de movimiento o de reposo del centro de un

punto material i no al movimiento del punto al rededor de su

centro. Este principio no se opone a que un punto material, en

el reposo absolute, tome espontaneamente un movimiento de

rotacion al rededor de su centro inmovil sin que intervengan

acciones esteriores. Se demostrara, efectivamente, mas adelante,

que este movimiento espontaneo de rotacion es posible cuando

el punto material es vivo.

Para abreviar el lenguaje i conformarnos al uso, diremos sim-

(

plemente en lo sucesivo: movimiento de un punto material en

lugar de movimiento del centro de un punto material.

DE LA IMPULSION

Se llama impulsion la causa que modifica el movimiento de

un cuerpo o que pone en movimiento un cuerpo en reposo: una



740 MEMORIASCIENTJF 1 CAS I LITERARIAS

piedra lanzada con la mano recibe de la mano una impulsion;

un cuerpo, chocado por otro, recibe de este ultimo una impul-

sion; una impulsion es la que da su velocidad inicial al pro-

yectil de una arma de fuego; por fin, es la impulsion continua

de la pesantez la que hace caer los cuerpos a la superficie de la

tierra.

La impulsion no es un fenomeno instantaneo: obra constan-

temente en el caso de la pesantez; durante un tiempo limitado,

en el caso de la mano que lanza una piedra; en fin, durante un

tiempo mui. pequeno, en caso de un choque o de una esplosion.

Cualquiera que sea su duracion, se debe lojicamente admitir

que la impulsion es una funcion continua del tiempo como los

demas fenomenos naturales.

Cuando se trata de un punto material, se puede decir que la

impulsion da cierta velocidad a un punto en reposo o bien mo-

difica la velocidad de un punto en movimiento. En efecto, con-

sideremos el caso jeneral de un punto en movimiento: siempre

que ninguna accion esterior obra sobre el punto, este se mueve

en linea recta con una velocidad constante; si el punto recibe

una impulsion, la direccion i la velocidad del movimiento cam-

biaran, pero, en el momento mismo en que la impulsion cesa

de obrar sobre el punto, este vuelve inmediatamente a moverse

en linea recta con una velocidad constante. De tal manera que,

si se compara el estado dinamico del punto, antes i despues de

haber recibido la impulsion, la unica diferencia consiste en una

modificacion de la velocidad
’

DEFINICION DE LA VELOCIDAD

Cuando el movimiento de un punto es uniforme, el camino

recorrido es siempre proporcional al tiempo correspondiente, i

la velocidad es, por definicion, el camino recorrido durante la

unidad de tiempo. Se ve facilmente que la velocidad es tambien

igual, en este caso, a la razon constante entre el camino reco-

rrido i el tiempo correspondiente.

Esta definicion no se puede aplicar a un movimiento cual-

quiera, pues, el camino recorrido en la unidad de tiempo varia
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Fi <jt

constantemente, i la razon entre el camino recorrido i el tiempo

correspondiente es tambien variable.

Sea AB (fig. 1 )
la curva descrita por el punto mdvil; M i

M' sus posiciones en los momentos t i t-\-dt. La curva AB se

llama trayectoria del punto i los

caminos recorridos se cuentan,

sobre la trayectoria, desde cierto

punto fijo i arbitrario 0. Sean

^ i i + los arcos OMi OM';

como el movimiento del punto

es continuo, el arco s es una fun-

cion continua de t i, cuando dt

tiende hacia cero, A j tiende tam-

bien hacia cero. Si el movimien-

to del punto estuviera uniforme,

la razon ^ mediria precisamen-

te su velocidad; en el caso jene-

ral. esta razon debe tender hdcia

un limite perfectamente determinado, cuando dt tiende hacia

cero; este limite se toma entonces como definicion de la velo-

cidad en el momento t.

Sea, pues, v la velocidad del punto movil en el momento t;

se tiene, por definicion:

As
^ = hm. —j-

dt

O bien, segun las notaciones del calculo infinitesimal,

ds
v

~di

En esta ultima fdrmula, ds no es rigorosamente igual al ca-

mino A s descrito durante el tiempo dt; pero difiere de dste solo

de una cantidad infinitamente pequena de orden superior a dt.

Sea MTla tan jente a la trayectoria en el punto Mi MP= ds,

se puede reemplazar el camino MM' que describe efectivamente
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el punto movil durante el tiempo dt
,

por el camino MPque

describiria otro movil, animado de un movimiento recto i uni-

forme de velocidad v.

El movimiento de este segundo movil durante el tiempo dt
,

es lo que se llama el movimiento elemeiital del primero en el

instante t.

La velocidad de cada movimiento elemental tiene una mag-

nitud. unadireccion i un sentido determinados; del mismo modo,

la velocidad de un punto sobre su trayectoria es definida, a

cada instante, en magnitud, direccion i sentido, i es la velocidad

del movimiento elemental correspondiente.

Segun esto, la velocidad de un punto se puede representar

por un vector .

IMPULSION ELEMENTAL I FUERZA

Sea / la cantidad de impulsion recibida por un punto mate-

rial a cierto momento t; a otro momento t-\-dt, la cantidad de

impulsion recibida sera/-|-A/. Como la impulsion es una fun-

cion continua del tiempo, A / debe tender hacia cero cuando dt

tiende hacia cero, i la razon
Al
dt

debe tender hacia un limite per-

fectamente determinado; este limite se llama fuerza. Asi la

fuerza es a la impulsion lo que la velocidad es al camino reco-

rrido .

Sea F la fuerza que obra sobre un punto material, en el mo-

mento t\ se tiene por definicion

Z7 r A/ d IF=hm
-^i=~di

La cantidad de impulsion dl se llama impulsion elemental;

no es igual a la cantidad efectiva de impulsion A I que obra

durante el tiempo dt, pero difiere de esta solo de una cantidad

infinitamente pequena de orden superior a dt; se puede, pues

sustituir una a otra, lo que equivale a considerar la fuerza F
como constante durante el tiempo dt.

Reciprocamente, un punto material movil, sometido a un
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momento dado, a una fuerza F, rccibe, durante el tiempo dt, una

impulsion F dt.

Cuando la impulsion obra sobre un punto material en el re-

poso, el movimiento inicial del punto tiene una direccion i un

sentido determinados. Esta direccion i este sentido, son, por

definicion. la direccion i el sentido de la impulsion elemental

inicial.

Una impulsion cualquiera puede ser considerada como lasu-

cesion de una infinidad de impulsiones elementales; cada una

de estas tiene tambien una direccion i un sentido determinados:

son los del movimiento inicial de un punto que estuviera so-

metido, en el reposo, a la impulsion considerada.

La fuerza tiene, entonces, 'a direccion i el sentido de la im-

pulsion elemental correspondiente.

En resumen, la impulsion elemental i la fuerza son definidos,

a cada instante, en magnitud, direccion i sentido, i pueden re-

presentarse por vectores de misma direccion i de mismo sentido.

COMPOSICIONDE LAS VELOCIDADESSIMULTANEAS

Para definir el movimiento de un punto en el espacio, se de-

ben referir sus posiciones sucesivas a cierto sistema de compa-

racion . Si este es invariable de forma i de posicion, el movi-

miento asi referido se llama movimiento absoluto. Si el sistema

de comparacion es movil, el movimiento del punto, respecto a

este sistema movil, se llama movimiento relativo
,

i el movi-

miento del sistema de comparacion es el movimiento de arrastre.

El movimiento de arrastre mas sencillo es el de traslacion

;

en este, todos los puntos del sistema ticnen, a cada instante, la

misma velocidad o, mas bien dicho, el mismo movimiento ele-

mental, de tal manera que basta conocer el movimiento de uno

de los puntos del sistema para conocer el movimiento de todos

los demas.

Consideremos, en primer lugar, el caso mas sencillo: un punto

es animado de un movimiento relativo recto i uniforme, respecto

a un sistema de comparacion animado tambien de un movi-

miento de traslacion recto i uniforme; se trata de determinar

el movimiento absoluto del punto en el espacio.

TOMOXCIII 5 6
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Sean (fig. 2 ): 0 la posicion del punto movil a cierto mo-

mento inicial; OA el vector que representa la velocidad relativa

del punto, i OBotro vector que

representa la velocidad del mo-

vimiento de arrastre.

Referimos la posicion del

punto movil al sistema formado

por las rectas indefinidas OX,
OY, prolongaciones de OA i

OB.

En su movimiento relativo el

punto movil describe la recta

OX con una velocidad cons-

tante igual a OA, luego, des-

pues de un tiempo t, llega en

cierto punto P tal que

OP= OAx t

A medida que el punto movil se mueve sobre OX, esta recta

se traslada paralelamente a sf misma con una velocidad cons-

tante igual a OB; luego, despues del tiempo t, habra venido en

QX‘; de tal manera que

OQ=OBxt

La posicion absoluta del punto movil sera, por consiguiente,

el punto Mde la recta QX', tal que

QM=OP

Sean x e y las coordenadas del punto Mrespecto a los dos

ejes fijos OXi OY; se tiene;

x—OP—OAx t

y=OQ= OBx t
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Luego

y_ OB
x

=
OA

Por consiguiente, el punto M, en su movimiento absolute, se

mueve sobre la recta OM, diagonal del paralelogramo construi-

do sobre OA i OB; determinemos ahora la naturaleza de esbe

movimiento absolute; la figura 2 da inmediatamente

OM OP
OC~ OA~ *

Luego

0M=OCxt

La lonjitud OC es constante e igual a la lonjitud de la dia-

gonal del paralelogramo construido sobre OA i OB
,

i la for-

mula obtenida demuestra que el punto Mtiene un movimiento

uniforme cuya velocidad es precisamente OC.

En resumen, el movimiento absolute del punto considerado

es recto i uniforme i su velocidad es la resultante jeometrica de

las velocidades de los movimientos relativo i de arrastre.

Consideremos ahora el caso de un numero cualquiera de sis-

temas de comparacion, animados, unos respecto a otros, de

traslaciones rectas i uniformes. Sea Mel punto mdvil, v 0 su ve-

locidad relativa respecto a un primer sistema de comparacion

Sx ;
v x la velocidad relativa de la traslacion del sistema Sx res-

pecto a otro sistema S2 ;
v 2 la velocidad relativa de la traslacion

del sistema S2 respecto a otro sistema S
3 ,

i asi en seguida; vn . z

la velocidad relativa de la traslacion del sistema Sn . x respecto

al sistema Sn ;
en fin v n la velocidad absoluta de la traslacion

de Sn i V la velocidad absoluta del punto Men el espacio.

Sea (fig 3) OXYZ un sistema de comparacion fijo en el

espacio; respecto a este sistema el punto M, considerado como

ligado al sistema Sn ,
tiene una velocidad absoluta v n ;e\ mismo

punto M
t

considerado como ligado al sistema Sn . 1} tiene una
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vclocidad relativa v n . z respecto al sistema Sn ,
luego, si se adop-

ta la notacion usual de las sumas jeometricas, la velocidad ab-

soluta del punto M,

Tig. 3
considerado como li-

gado al sistema Sn . 1}

es

La velocidad v’ es

tambien la veloci-

dad absoluta detras-

lacion del sistema

kS* n -i • Siguiendo el

mismo raciocinio se

ve que la velocidad

absoluta del punto

M, considerado co-

mo ligado al sistema

^n-s es

Finalmente, la velocidad absoluta del punto M\ considerado

como ligado al sistema S lt es

Vn + Vn .i + Vn . a + + V*+Vi

I, como el punto M tiene por hipotesis, una velocidad rela-

tiva v 0 respecto a 5 X ,
su velocidad absoluta en el espacio sera

V—?'o4'£ ,
i + ^2 + • • **4- + Vn

Supongamos que en un momento dado, todos los sistemas

de comparacion S z ,
S 2 . . . .S n esten confundidos con el sistema

OXYZ
;

respecto a este ultimo sistema el punto Mparecera

animado de los n + i velocidades simultdneas v Q, n ;
se-
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gun la formula obtenida, su velocidad resultante es la resultante

jeometrica de las velocidades simultaneas componentes.

Este resultado es jeneral i se aplica lo mismo, cuando los sis-

temas de comparacion son animados de movimientos cuales-

quiera; en efecto, en un momento t i durante el tiempo dt
,

el

movimiento mas jeneral de un punto puede ser reemplazado

por su movimiento elemental recto i uniforme. Por otra parte,

cualquiera que sea el movimiento de arrastre de un sistema de

comparacion, el punto ligado invariablemente a este sistema

tendra cierto movimiento i este, durante el tiempo dt
,

puede

considerarse tambien como recto i uniforme.

Llegamos, pues, a este teorema jeneral:

Un punto movil
,

animado de un numero cualquiera de veloci-

dades simultaneas
,

se mueve, a cada instante
,

con una velocidad

igual a la resultante jeometrica de las primer as.

Reciprocamente: un punto
,
animado de cierta velocidad

,
podra

siempre considerarse como animado de un numero cualquiera de

velocidades simultaneas con la condicion que estas ultimas tengan

por resultante jeometrica
,

la velocidad dada.

En el caso sencillo de un solo sistema de comparacion movil

se podr& decir tambien: la velocidad del movimiento absolute de

un punto movil es
,

a cada instante
,

la resultante jeometrica de su

velocidad relativa i de su velocidad de arrastre; i por consiguiente

tambien: la velocidad relativa de un punto movil es la residtante

jeometrica de su velocidad absoluta i de una velocidad igual i de

sentido contrario a su velocidad de arrastre.

Se debe tener siempre presente que la velocidad de arrastre

de un punto es la velocidad del punto, ligado invariablemente

al sistema de comparacion i en coincidencia, en el momento t
,

con el punto movil considerado.

PRINCIPIO DE LA INDEPENDENCEDEL MOVIMIENTO INICIAL

DE UNPUNTOMATERIAL I DE LAS ACCIONESSIMULTANEAS

DE UN NUMEROCUALQUIERA DE IMPULSIONES. (Galileo.)

Se observa siempre que, sobre un buque animado de una

traslacion recta i uniforme, los movimientos de los cuerpos i
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las acciones de las impulsiones sobre ellos, son exactamente

los mismos que los que se observan en tierra firme,

Se puede por consiguiente admitir, como un principio dedu-

cido de la esperiencia, que las acciones de las impulsiones

sobre los puntos materiales son las mismas, cuando los puntos

i las impulsiones son referidos a un sistema de comparacion

fijo en el espacio, o a un sistema de comparacion animado de

una traslacion recta i uniforme.

Para comprender claramente este principio, se debe conside-

rar la impulsion como enjendrada por cierto cuerpo activo, en

contacto con el punto material i movil con este punto.

Sea un punto material animado, en el momento t
,

de una ve-

locidad v i dl la impulsion que recibe durante el tiempo dt .

Consideremos un sistema de comparacion animado, en el mo-

mento t
y

de una traslacion recta i uniforme de velocidad v; res-

pecto a este sistema, el punto i el cuerpo activo que obra sobre

el, estan en reposo relativo en el momento t; sea dw la veloci-

dad relativa que la impulsion dl imprime al punto, esta veloci-

dad dw
,

segun el principio admitido, es la misma que la que

hubiera adquirido el punto si este i el cuerpo activo hubieran

estado en reposo absoluto, en el momento t. Asi el punto ma-

terial sera animado en el momento t-\-dt
,

de una velocidad v

de arrastre i de una velocidad relativa dw; su velocidad v' en

el espacio serd, por consiguiente

v' = v + dw

Si una nueva impulsion viene a obrar, en seguida, sobre el

punto material, la nueva velocidad que tomard el punto sera la

resultante de v' i de la velocidad infinitamente pequena que la

segunda impulsion hubiera dado al punto en el reposo, i asi en

seguida.

Sean ahora dl xi dl%, ...dl n ,
n impulsiones elementales

que obran simultaneamente sobre un punto material, animado
de una velocidad v i dv 1} dv 2 . . . .dv n ,

las velocidades infinita-

mente pequenas que cada una de ellas, le hubiera dado, si

obrara sola sobre el punto al reposo; se admite, como principio,

que cada una de las n impulsiones simultaneas obra sobre el

punto material como si estuviera sola. Segun esto, el punto es-
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tara animado, en el momento t + dt, de n+ I velocidades simul-

taneas; su velocidad resultante v

'

sera por consiguiente

v' = v-\-dv
1
+dv

2 -{-dv n

Las n velocidades simultaneas infinitamente pequenas pue-

den reemplazarse por una velocidad resultante dw tal que

aw= dv
1 + dv

2 + . . . . + dv n

Sea dl la impulsion elemental que hubiera dado al punto

considerado una velocidad dw; se dice que dl es la impulsion

resultante de dl
x ,

dl
2 . . . .dl n .

MEDIDA DE LA IMPULSION ELEMENTAL

Se dice que dos impulsiones elementales son iguales cuando

dan separadamente a un mismo punto material una misma ve-

locidad i que la reunion de n impulsiones elementales, iguales

en magnitud, direccion i sentido, e simultaneas equivale a una

impulsion unica n veces mas grande.

i.
a PROPOSICION. Las impulsiones elementales son entre si

como las velocidades que ellas imprimen separadamente a un mismo

punto material.

En efecto, sea dl una impulsion elemental que imprime a un

punto material una velocidad dv, n impulsiones simultaneas

iguales a dl dar£n, al mismo punto, una velocidad que serd la

resultante jeometrica de n velocidades simultaneas iguales en

magnitud, direccion i sentido a dv, es decir una velocidad n dv.

Por otra parte, las n impulsiones simultaneas iguales a dl equi-

valen a una impulsion n dl; luego la impulsion elemental ndl
da, al punto, una velocidad ndv. Lo que demuestra la proposi-

cion.

Definicion de la masa

Una misma impulsion da jeneralmente velocidades diferen-

tes a puntos materiales diferentes; esto proviene de que estos

i
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puntos pueden contener cantidades distintas de materia i que

esta materia puede ser tambien diversa en unos i otros. De
aqui la necesidad de considerar un elemento que caracteriza

cada punto; este elemento se llama masa.

Se dice que dos puntos tienen la misma masa cuando una

misma impulsion elemental da, a cada uno, la misma velocidad

i que la reunion de n puntos materiales de la misma masa equi-

vale a un punto material de masa n veces mas grande.

2. a PROPOSICION. Cuando dos puntos materiales
,

sometidos

cada uno a una impulsion elemental
,

toman la misma velocidad
,

las impulsiones son entre si como las masas de los puntos.

Consideremos, en efccto, n puntos materiales, de la misma

masa en el reposo i sometamos, en el mismo momento, cada

uno de estos puntos a una impulsion elemental dl

]

la misma

para todos en magnitud, direccion i sentido; los n puntos toma-

ran todos el mismo movimiento i se moveran como un punto

unico de masa n m.

El conjunto de las n impulsiones equivale a una impulsion

n veces mas grande; luego el punto de masa n m, sometido a la

impulsion n d /, toma la misma velocidad que un punto de masa

msometido a la impulsion dl. Lo que demuestra la proposi-

cion.

Cantidad de movimiento

Cuando un punto de masa m tiene una velocidad v, se dice

que su cantidad de movimiento es el producto mv. Esta can-

tidad de movimiento se representa, como la velocidad, por me-
dio de un vector, de lonjitud m v i misma direccion i sentido

que v.

3-
a Proposicion. La impulsion elemental tiene por medida

la cantidad de movimiento que ella imprime a un punto material

en el reposo.

Sea, en efecto, d 1 una impulsion que obra sobre un punto
material de masa m i le da una velocidad dv; dl' otra impul-

pulsion que obra sobre otro punto, de masa in' i le da una veio-

cidad dv ; en fin d 1" una tercera impulsion que, obrando sobre
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el punto de masa m
,

le da una velocidad dv'

.

De las dos pro-

posiciones anteriores, se deduce

d I dv

d J" dv'

d_T__m_
d I' ~ in'

Luego, si sc multiplican, miembro a miembro, estas dos igual-

dades:

d I i n dv

17t=z
in’ dv'

Para medir una cantidad cualquiera se debe definir la uni-

dad correspondiente; adoptaremos, como unidad de impulsion
,

la que da
,

a la unidad de masa
,

la unidad de velocidad. Segun

esto, si, en la formula precedentc, se supone in —
i, dif —i, se

debera hacer tambien d T —i; quedara, por consiguiente,

d I = mdv

El producto mdv es precisamente la cantidad de movimiento

infinitamente pequena que la impulsion d

I

imprime al punto

material de masa m
,

primitivamente en reposo. La proposicion

esta, por consiguiente, demostrada.

4.
a PROPOSICION. Cuando un punto material en movimiento

tiene una cantidad de movimiento in v i recibe una impulsion ele-

mental d /, la cantidad de movimiento re suit ante, despues de la

impulsion
,

es la resultante jeome'trica de mv i de d I.

Sea, en efecto, dw la velocidad que la impulsion d//impri-

miria al punto si este cstuviese en reposo i v' la velocidad re-

sultante despues de la impulsion; se tiene

v'=v + dw

luego tambien
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Esta segunda relacion se puede deducir de la primera, por-

que las velocidades tienen la misma direccion i el mismo sen-

tidoque las-cantidades de movimiento correspondientes.

Ahora mdwes precisamente la medida de d /, luego

mv' —mv+ d I

Lo que demuestra la proposicion.

5.
a PROPOSICIOX. Un nuniero cualquiera de impulsiones ele-

mentales que obran simultaneamente sobre un punto material
,

puedeh reemplazarse por una impulsion unica
,

resultante jeomi-

trica de las primeras.

Sean, en efecto, d / 15 d / 2 , . . . . d

I

n ,
las n impulsiones simul-

taneas; dv x ;
dv ~,

. . . , dv n ,
las velocidades que, cada una, impri-

miria separadamente al punto material en el reposo; dw la re-

sultante de las n velocidades i dl la impulsion capaz de dar, al

mismo punto, en reposo, la velocidad dw; d

I

es la resultante

buscada.

Se tiene ahora

dw—dv -|- dv 2 -p • • • • H- dv n .

Sea m la masa del punto, se tendra tambien

mdzv = mdv^ + mdv^ +....+ mdv n .

Cada termino de esta relacion es precisamente la medida de

la impulsion correspondiente; se. tiene, por consiguiente,

d I —d 1
1 -f- d 1 2 d 7n

Lo que demuestra la proposicion.

.
De ahi se deduce un teorema analogo para las fuerzas; estas

tienen, en efecto, la misma direccion i el mismo sentido que las

impulsiones elementales correspondientes i su magnitud es igual
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al cociente de la impulsion elemental por el elemento corres-

pondiente del tiempo; se deduce de la relacion precedcnte

dl
__

dl x dl
%

Tl n

dt dt ' dt ‘ ^ dt

Luego tambien

Asi, un numero cualquiera de fnerzas simultaneas que obran

sobre un mismo punto material, pueden reemplazarse por una

fuerza unica, resultante jeometrica de las primeras.

Reciprocamente, una impulsion dl o una fuerza F podrdn

ser reemplazadas por un numero cualquiera de impulsiones o

de fuerzas simultaneas, con la condicion que estas ultimas ten-

gan por resultante jeometrica d 1 o F.

PRINCIPIO DE LA IGUALDAD DELA ACCION

I DE LA REACCION. (Newton)

Cuando se lanza una piedra con la mano, se siente, durante

el contacto, una reaccion de la piedra contra la mano i esta

reaccion es tanto mas grande cuanto mas grande es la impul-

sion dada por la mano; se admite que esta reaccion es igual a

la accion.

Para dar una forma mas precisa al enunciado de este princi-

pio, se considera el caso de un punto material que recibe una

impulsion elemental; esta impulsion emana de cierto cuerpo

activo i puede representarse, como lo hemos esplicado mas

arriba, por un vector, cuyo punto de aplicacion es el punto ma-

terial. Se llama linea de accion del vector la recta indefinida so-

bre la cual esta situado este vector.
/

El principio de Newtor se espresa entonces de la manera si-

guiente: cuando un punto material recibe de otro cuerpo una im-

pulsion elemental, este punto reacciona contra el cuerpo i le impri-

me una impulsion elemental igual
,

situada sobre la misma linea

de accion i de sentido contrano a la que ha recibido .
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CAPITULO II

DEL MOVIMIENTORECTODE LOS PUNTOSMATERIALES

APLICACION AL MOVIMIENTO VERTICAL DE LOS CUERPOSPESADOS

UNIDADES FUNDAMENTALESDE LA MECANICA

Teorema. —Para que el movimiento de un punto material

,

sometido a una fuerza
,

sea recto
,

es necesario que la fuerza tenga

siempre la misma direccion que la velocidad del punto.

Sean, en efecto, in la masa del punto material; F la fuerza;

v i v+ dv las velocidades del punto en los momentos t i t + dt\

estas velocidades tienen, por hipotesis, la misma direccion: la de

la recta sobre la cual se mueve el punto.

En el momento t, el punto material, sometido a la fuerza F,

recibe una impulsion elemental Fdt
,

de misma direccion que

F\ esta impulsion imprimeal punto una velocidad infinitamente

pequena dzv, de misma direccion tambien que F, i tal que,

mdzv = F dt

En fin, la velocidad v + dv
,

en el momento t + dt, es la resul-

tante jeometrica de v i de dzv. Comov i v + dv tienen la misma
direccion, dzv debe tener tambien la misma direccion iser igual

a dv
,

luego la fuerza F tiene la misma direccion que la trayecto-

ria del punto; ademas se tiene

mdv —Fdt

Reciprocamente ; si la fuerza que obra sobre un punto material

tiene siempre la misma direccion que la velocidad del punto, este

se mueve en linea recta.

En efecto, a un momento cualquiera t, el punto material re-

cibe una impulsion elemental Fdt de misma direccion que la

velocidad v; la velocidad resultante en el momento t + dt, tiene,

por consiguiente, la misma direccion que v. En resumen, la ve-
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locidad del punto conserva siempre la misma direccion i su tra-

yectoria es, por consiguiente, recta.

En jeneral, para determinar el movimiento de un punto ma-

terial, sometido a la accion de una fuerza, se debe conocer, a

cierto momento inicial, la posicion i la velocidad del punto. En
el caso de una fuerza, de direccion constante, el movimiento del

punto sera recto si su velocidad inicial tiene la misma direccion

que la fuerza. Es una consecuencia del teorema anterior. El

movimiento sera tambien recto si la velocidad inicial es igual a

cero, pues, en este caso, el movimiento inicial del punto tiene,

por definicion, la direccion de la fuerza; luego. la velocidad ini-

cial nula equivale a una velocidad infinitamente pequena de la

misma direccion que la fuerza.

DE LA ACELERACIONEN EL MOVIMIENTO RECTO

Cuando un punto material es sometido a una fuerza, su velo-

cidad varia con el tiempo; sean v i v + Av las velocidades en los

momentos t i t + dt; cuando dt tiende hacia cero, Av tiende

, Av ,

tambien hacia cero i la razon — hacia un limite perfectamente

determinado; este limite se llama aceleracion; sea, pues, y la

aceleracion; se tiene

y = lim.
A v

dt

dv

dt

La variacion de velocidad dv puede reemplazar Av, lo que

equivale a decir que, durante el tiempo dt
,

se puede considerar

la variacion de velocidad como proporcional al tiempo o la ace-

leracion como constante.

Si la aceleracion y queda siempre constante, se tiene

V ss y /+const.

En este caso, la velocidad varia uniformemente con el

tiempo; se dice que el movimiento del punto es uniforme -
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mente variado. La aceleracion y representa entonces la variation

constante de la velocidad durante la unidad de tiempo.

En el caso jeneral, el movimiento del punto puede ser consi-

derado, a cada momento t
,

como uniformemente variado du-

rante el intervalo de tiempo dt; la aceleracion de este mo-

vimiento infinitamente pequeno representa entonces la acele-

racion del punto en el momento t.

MEDIDA DE LA FUERZA

Se ha obtenido mas arriba la formula

Luego

Esta relacion permite evaluar la fuerza F cuando se conoce

la aceleracion y del movimiento de un punto material de masa

m
,

o inversamente, calcular la aceleracion cuando se conoce la

fuerza.

Se ve que la medida de la fuerza que imprime a un punto

material de masa m
y

una aceleracion y es igual al produc-

to my.

Esta medida es una consecuencia de la que se ha obtenido

para la impulsion; en efecto, sea dl la impulsion elemental que

obra sobre el punto en el momento t
,

se tiene

d 1= mdv

luego

1 = mv+ Const.

i, por consiguiente,

„ d I " dv
r = —fr = m = my

dt dt 1

mdv = F dt

^ dvF—m—jr = my
at

es la misma formula que la anterior.
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Como la velocidad infinitamente pequena dv tiene la misma
direccion i el mismo sentido que la impulsion Fdt, la acele-

racion ^ tiene tambien la misma direccion i el mismo sentido
at

que la fuerza F.

Cuando la masa es igual a la unidad, se tiene

luego, se puede decir, que la aceleracion tiene la misma medida

que la fuerza
,

cuando la masa del punto material es igual a la

unidad.

DEL MOVIMIENTO RECTOUNIFORMEMENTEVARIADO

En este movimiento la aceleracion es constante; sea y su

valor. Sean tambien, emel momento t
,

v la velocidad del punto

movil i A su distancia a cierto punto fijo i arbitrario de la tra-

yectoria; en fin v 0 i s0 las cantidades analogas a^i^ que se re-

fieren al orfjen del tiempo

Se tiene en primer lugar

dv

~di
=y

luego

v = Vo + y t

Por otra parte, v es igual a luego

(i)

~dr Vo+yt

s = So + V0 t + ±yt 2

Se adopta jeneralmente, para las distancias s, cierto sentido

arbitrario como sentido positivo; por otra parte, los sentidos de
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Vo i y son conocidos de antemano, luego los signos de estas dos

cantidades son determinados una vez que se ha elejido el sen-

tido de los s positivos.

La ecuacion (i) se llama ecuacion del movimiento; luego, en

el caso del movimiento uniformemente variado, la ecuacion del

movimiento tiene la forma jeneral

(2) s = A-\-Bt-\-Ct 2

A, B i C son tres constantes. Esta forma de la ecuacion del

movimiento es caracteristica del movimiento uniformemente

variado.

Se averigua en efecto con (2) que la velocidad varia propoi-

cionalmente al tiempo, i que la aceleracion es constante; en

efecto:

v = ~=B+ 2 Ct

y = dv ~
-

~dt
=2C

Caso particular. —Supongamos que, al orijen del tiempo, el

punto movil este en coincidencia con el punto fijo desde el cual

se cuentan las distancias s (s 0 —o) i que su velocidad, en este

momento, sea nula (v Q= 0) se tendra simplemente

v = y t

s —o y t 2

Estas formulas pueden aplicarse al movimiento infinitamente

pequeno que una fuerza cualquiera F comunica a un punto de

masa m durante el tiempo infinitamente pequeno dt\ se sabe,

en efecto, que, durante este tiempo, se puede considerar la fuer-

za F como constante en magnitud, direccion i sentido i que.

ademas, esta fuerza obra sobre el punto como si este estuviera

en reposo; representemos entonces por Az' i A^ los valores de
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v i s que corresp-nden a un valor infinitamente pcqueno dt del

P'
tiempo, i reemplaccmos y por —

,
tendrcmns

Av = —dtm

\s=\—dt* 1 m

La primera fdrmula muestra que Av es del mismo orden de

pequenez que dt
,

ademas se averigua que la cantidad de movi-

miento infinitamente pequena mAv es precisamente igual a la

impulsion elemental Fdt; la segunda formula muestra que As

es de segundo orden de pequenez respecto a dt; por consiguien-

te se puede decir que un punto material al reposo, sometido a

una impulsion elemental, toma una velocidad infinitamente pe-

quena del mismo orden que la impulsion; pero no alcanza a

moverse durante el tiempo en que obra la impulsion.

APLICACION A LA PESANTEZ

La observacion muestra que los cuerpos, en su caida vertical,

en el vacio, tienen todos un movimiento de conjunto uniforme-

mente variado, cuya aceleracion constante es igual a 9
m

,8 por

segundo.

Este resultado se averigua, cualesquiera que sean la forma,

las dimensiones i la naturaleza del cuerpo considerado. Fode-

mos decir, por consiguiente: cuando un punto material pesado

se mueve verticalmente, su movimiento es uriiformemente va-

riado i su velocidad varia uniformemente de 9
m

,8 por segundo.

Esto es el resultado de la observacion.

La aceleracion de este movimiento se representa jeneral-

mente con la letra g i se llama gi'avedad.

El valor de g puede considerarse como constante en un

mismo punto de la tierra (en todo caso sus variaciones son tan

pequenas que no se pueden medir); mientras tanto su valor

varia entre 9
m

,78 hasta 9
m

,83, desde el ecuador hasta el polo.

57TOMOXC1II
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En jeneral, para calcular el valor de g en un lugar cualquiera

de la tierra, de latitud X, se ha obtenido la formula

£-=9 m,8o6i -o m,025o cos 2 X

Sea lo que fuera, se deduce de la observacion de la caida de

los cuerpos que, en un mismo lugar de la tierra, un punto ma-

terial, de masa m
,

es sometido a una fuerza constante, dirijida

desde arriba hacia abajo, i cuya medida es mg.

Comog varia de un lugar a otro, la fuerza mgque hace caer

un mismo punto material hacia la tierra, es diferente segun el

lugar en que se encuentra el punto. Es bien evidente, en efecto,

que la masa m no puede cambiar.

Esto nos esplica por que se ha elejido de preferencia una

unidad de masa en vez de una unidad de fuerza; en efecto, la

unidad de masa sera la masa de cierto volumen definido de un

cuerpo definido; la masa del mismo volumen de este cuerpo

sera la misma en todos los puntos de la tierra; mientras tanto,

la fuerza que hara caer esta unidad de masa tendra valores di-

ferentes segun el lugar de la tierra en que se encontrara, puesto

que su medida es precisamente igual, en este caso, a la grave-

dad g.

PROBLEMASDIVERSOS

I. Un punto material cae desde cierta altura h, sin velocidad

inicial g cual es la duracion de la caida i la velocidad del punto

cuando llega al fin de su carrera?

Las formulas jenerales del movimiento del punto son, en este

caso

v=gt

Estas permiten espresar v i t en funcion de s, luego, cuando
s = h, se tiene

v = J 2 g h
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II. Un punto matc7’ial cae sin velocidcid micial £ cudles son los

caminos descritos en las nnidades sucesivas del tiempo?

Reemplacemos, en el valor de s, el tiempo t por n i n+i
segundos i sean sn} sn+1 los valores correspondientes de s se

tiene

•fn =\gn 2

•W.=T<fO+I )
2

Luego

=\g(? n+l)

Asi los caminos recorridos sucesivamente, en cada unidad de

tiempo, son entre si como la sucesion de los numeros impares.

III. Se lanza un punto material desde abajo hdcia arriba con

una velocidad inicial v 0 £a que altura llegara h, el punto
,

i en

cuanto tiempo?

Las formulas jenerales del movimiento son, en este caso

V = Vo —gt

S == So “p Vo t —̂gt' 2

Cuando el punto llega a la parte superior de su carrera, su

velocidad es nula, luego el tiempo buscado de la subida satis-

face a la ecuacion

o —v 0 gt

Segun esto

La segunda ecuacion da en seguida, cuando se reemplaza t

por este valor
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IV. Dos puntos materiales caen sin velocidad inicial
,

uno en

segnida de otro; la dtferemia de los momentos de caida es mui

peqnefia e igual a 0 ^cual sera la distancia de los dos pu? 2 tos

cuando el primero hay a caido de la altura h? (Resal).

Sean j i / los caminos recorridos por los dos puntos, des-

pues que el primero haya caido durante el tiempo t
}

se tendra

S=i

Luego

s —s' = ±g6 (2 0)

O, con suficiente aproximacion, puesto que Oes muipequeno,

por hipotesis:

s —s' =g 0 t

Sea e la distancia de los dos puntos cuando el segundo prin-

cipia a caer; se tiene

Si el momento t es el de la llegada del primer punto en la

parte inferior de su carrera, se tiene

k = igt*

De aqui se deduce

s —s' = 2 Jh e

Supongamos, por ejemplo, h = 400 m
,e = om,000.001 seobtiene

j —s = om
,04
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Se concibe asf porque, en las caidas de agua de gran altura,

se obscrva abajo, no un chorro de agua, sino una especie de ne-

blina, en medio de la cual se puede penetrar sin inconveniente.

En efecto, las moleculas de agua, reunidas arriba se separan

unas de otras a medida que van cayendo.

V. Se deja caer una piedra en un pozo i se cuenta el tiempo

que pasa entre el momento en que se suelta la piedra i el momento

en que se oye el ruido de su caida en el fondo del pozo; se quiere

saber cudl es la hondura del pozo .

Sean x la hondura del pozo, t el tiempo observado, V la ve-

locidad uniforme del sonido, g la gravedad. El tiempo t es la

suma del tiempo t 1 ,
empleado por la piedra para llegar al fondo

del pozo, i del tiempo empleado por el sonido para recorrer

la distancia x . Asi

Esta ecuacion permite despejar la incognita x.

Para el calculo practico, se determina un angulo auxiliar 0,

por medio de la ecuacion

Por otra parte

Luego

i se tiene
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INFLUENCIA DE LA RESISTENCIA DEL AIRE SOBRE

EL MOVIMIENTODE LOS CUERPOSPESADOS

En los problemas considerados mas arriba, no se ha tornado

en cuenta la resistencia del aire.

La lei matematica que espresa el efecto de esta resistencia

sobre el movimiento de los cuerpos no es conocida. Se concibe

que debe ser complicada, pues depende a la vez de la veloci-

dad, de la forma i de la constitucion del cuerpo movil conside-

rado. Las esperiencias hechas a este respecto parecen indicar

que la resistencia del aire equivale a una fuerza proporcional:

i.°, a la velocidad cuando esta es pequena; 2.°, al cuadrado de

la velocidad cuando esta queda menor que 200 metros al se-

gundo; 3.
0

,
al cubo de la velocidad cuando esta pasa de 200

metros. Todavia, estos resultados son solo aproximaciones.

Sea f (y) la funcion que espresa la influencia del aire sobre

el movimiento de un cuerpo animado de la velocidad v\ si la

funcion f (y) puede desarrollarse en una serie converjente, or-

denada segun las potencias de v, se podrd escribir

f (y) =» A + B v + Cv 2 + D v 3 + ....

Se concibe asi que, para los valores pequenos de v, los ter-

minos en v 2
,

v 3 pueden despreciarse, entonces la funcion

f (y) varia proporcionalmente a la velocidad. Para valores mas
grandes de v, el termino en v 2 pueden ser predominantes i los

siguientes quedar despreciables, hasta cierto valor limite de v\

la resistencia varia entonces como el cuadrado de la velocidad

i asf en seguida.

Para estudiar el movimiento vertical de los cuerpos pesados

en el aire, se deben distinguir dos casos, segun el sentido del

movimiento: i.°, en el movimiento descendente
,

la gravedad

tiene el sentido mismo del movimiento i la resistencia del aire

un sentido opuesto; 2. 0
,

en el movimiento ascendente
,

la grave-

dad i la resistencia del aire se oponen al movimiento, hasta que

el .cuerpo llega a la parte superior de su carrera; despues de este

momento, el cuerpo baja de nuevo i la resistencia del aire cam-
bia de sentido.
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Supondremos la resistencia del aire proporcional al cuadrado

de la velocidad. Sea m la masa del punto material, v su veloci-

dad en el momento t,g\a. gravedad; podremos representar la

v 2

resistencia del aire por la espresion mg-j^ en l a cual Kes una

constante.

I.° MOVIMIENTO DESCENDENTE

La ecuacion del movimiento es

dv v 2

O bien

dt *\ K2
)

1, por consiguiente,

dv

K2

—gdt

La integracion da

2

K+v
K-v =gt + const

Supongamos que v^o cuando t—o
,

la constante de integra-

cion es nula, i se obtiene

K+ v _ 2 gt

K^v~ 1C

Luego
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Calculemo.s ahora el camino recorrido s
;

tendremos

zgf

K
e —

4^ = AT
dt 2gt

K
e +

1

Luego, si 5 = c? cuando / =

( 5 )

AT2

5= Z
£

1L _JLK K
e + e

Si el tiempo t aumenta indefinidamente, la velocidad z/tiende

hacia K, luego, el movimiento tiende hacia la uniformidad.

2.° MOVIMIENTO ASCENDENTE

La ecuacion del movimiento es entonces

dv v
K*

O bien

dv v*

K!*

I, por consiguiente,

dv
—gdt

+
K-

Sea Vo la velocidad inicial, la integracion da
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Supongamos tambien que s es igual a cero en el mornento

inicial; una segunda integracion da

K2

,s =—L
g

gt
,

Vo gt
cos l<+ T{

scn K

El movil llegara a la parte superior de su carrera cuando

v = o; sea T el tiempo correspondiente, tendremos

t*Kl= Vo

K

Sea tambien h la altura del punto en este momento, se tendra

( 6 )

Jvo^ + K*
K

Problema. Un punto material es lanzado desde abajo hacia

arriba con una velocidad inicial v 0 £cudl es su velocidad v
x

cuando

vuelve al punto de partida?

Calcularemos la relacion que liga v i s en el movimiento des -

cendente. Se deduce de (4) i (5) la relacion

K*~

2Sg

K2

Si se reemplaza, en el segundo miembro, s por el valor (6)

de k, el primer miembro dara v 1} luego

'1=^0. /1
:

K2

Vo*+K 2

Se ve que la velocidad ha disminuido.
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UNIDADES FUNDAMENTALESDE LA MECANICA

En la jeometria se demuestra que una sola unidad fundamen-

tal
,

la de lonjitud, basta para medir las lonjitudes, las superfi-

cies i los volumenes.

Si L es la unidad de lonjitud, A 2 sera la de superficie i L 3 la

de volumen. Se dice que A 2
i A 3 son unidades derivadas de la

unidad fundamental A i que las dimensiones de una lonjitud, de

una superficie i de un volumen son respectivamente i, 2, 3, res-

pecto de la unidad fundamental A.

En la mecanica intervienen otras cantidades como el tiempo

i la masa que no tienen evidentemente ninguna relacion con

las lonjitudes; se consideran, entonces, tres unidades fundamen-

tals irreductibles: la de lonjitud A
,

de tiempo T i de masa M.
Todas las demas cantidades de la mecanica se pueden medir

cuando se han definido las tres unidades fundamentales.

Asi, por ejemplo, una velocidad es el cociente de una lonji-

tud por un tiempo, luego si A i T son las unidades de lonjitud

i de tiempo, la unidad derivada de velocidad sera o LT~ Z
\

se

dice que las dimensiones de una velocidad son 1 i —1 respecto

a las unidades de lonjitud i de tiempo.

Se puede asi formar el cuadro siguiente de las unidades de-

rivadas de las tres fundamentales i que se refieren a los diver-

versos elementos considerados hasta ahora:

Velocidad A T~z

Cantidad de movimicnto e impulsion. MLT~ z

Aceleracion L
Fuerza MLA-2

La consideracion de las dimensiones facilita la verificacion de

las formulas; en efecto, una igualdad no puede existir sinoentre

cantidades que se pueden medir con la misma unidad; luego,

para que una relacion sea exacta, se necesita que sus diversos

terminos tengan las mismas dimensiones. Ademas se pueden

entrever ciertas relaciones entre diversas cantidades cuando sus
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dimensiones son iguales; as/, por ejemplo, el producto de una

fuerza por una lonjitud tiene por dimensiones ML2 T~ 2
i se

nota que esta espresion representa el producto de una masa por

el cuadrado de una velocidad. Veremos precisamente mas tarde

que existe una relacion mui importante entre estas dos canti-

dades.

UNIDAD DE LONJITUD

La unidad empleada jeneralmente en mecanica es el metro i

sus multiplos o divisores decimales.

El metro es la lonjitud, a cero grado centigrado, de una regia

de platina, llamada metre-etalon
,

construida en 1799 por la Co-

mision francesa des poids et mesures i colocada en el Conserva-

toire des Arts et Metiers de Paris. Esta lonjitud representa sen-

siblemente la cuarenta millonesima parte de un meridiano te-

rrestre.

UNIDAD DE MASA

Es la masa de un centimetro cubico de agua destilada a la

temperatura de su maximo de densidad; es decir, la masa deun

gramo; por este motivo se llama esta unidad gramo-masa.

Existe en el Conservatoire des Arts et Metiers de Paris un Ki-

logramme etalon cuya masa sirve practicamente de unidad ique

equivale a 1,000 gramo-masa.

UNIDAD DE TIEMPO

La unidad adoptada es el segundo sexajesimal de tiempo

medio; esta unidad es contenida 60 veces en el minuto, 3,600

veces en la hora i 86400 veces en el dia medio de veinticuatro

horas.

SISTEMA C. G. S.

Este sistema fue adoptado por el Congreso de los electricis-

tas, reunido en Paris en 1881; las unidades fundamentales son

el centimetro (C), el gramo-masa (GJ i el segundo sexajesimal

de tiempo medio (S).

En este sistema, la unidad de fuerza (dina) es la fuerza que
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da, a la unidad de masa, una aceleracion de i
cm

- por segundo;

segun esto, la fuerza que hace caer la unidad de masa, en un

lugar cualquiera de la Tierra, contiene un numero de dinas igual

al numero de centimetros contenidos en la gravedad g, es decir,

980 dinas.

A. Obrecht

( Continuara )


